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Sinopsis

En este articulo sc muestra la construccién de una configuracion proyectiva
ortomodular conexa, partiendo de un reticulo ciibico, ortomodular, conexo de
altura 3. Se presentan las definiciones y ejemplos basicos para la comprension
de dicha construccién sin necesidad de referencias adicionales. Se sefiala
finalmente la validez del reciproco y se deja la construccién peadiente para un
préximo estudio.

Abstract

Cubic orthomodular connected lattices of height 3 and orthomodular
connected projective configurations

The construction of a connected orthomodular projective configuration, from
a cubic, connected, orthomodular lattice of height 3 is shown. The first section
gives the definitions and examples needed to understand without additional
references the construction, which is done in the last part of the work. It is
pointed out that the reciprocal is also true, and this fact will be shown in a future
publication.

Introduccién

Por su utilidad como modelos en la légica de la mecanica cudntica, los
conjuntos parcialmente ordenados y los reticulos ortomodulards se han estudiado
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considerablemente desde los afios 30. Estas estructuras tienden a complicarse por
si mismas, por lo que su estudio sucle enfocarse a través de su asociacién con
semigrupos y espacios de ortogonalidad, estructuras que lo facilitan. En este
trabajo ¢l autor presenta la construccién de configuraciones proyectivas
ortomodulares conexas, a partir de reticulos cuibicos, ortomodulares, conexos, de
altura 3. En la primera seccién se dan definiciones y ¢jemplos, suficientes para
comprender lo basico de la construccién que se presenta en la segunda parte. La
construccion de reticulos a partir de configuraciones proyectivas se dcja abierta
para un proximo estudio.

Definiciones

Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado, R, en el que dos
clementos cualesquicra , x e ¥, ticnen una cota superior minima, x Vy, y una
cota inferior méxima, x A'y. Si la operacién A es distributiva con respecto a la
operacién V, el reticulo es distributivo. Un subreticulo, S, es un subconjunto
de R, que a la vez es un reticulo bajo las mismas operaciones, V y A

Enunreticulo R, x cubrea y si X>y y no hay un valor de z tal que
X >2z>y. Unreticulo con cotas universales, 0 y 1, (esto es, 0 <x <1 para todo
x & R) es complementado, si para cada clemento x hay otro, x', de forma tal
que xAx'=0y xVx'=1. En un reticulo con 0, cualquier elemento que lo
cubra es un dtomo del mismo. Un reticulo que a la vez sea distributivo ¥
complementado es un reticulo de Boole.

Un ortorreticulo es un reticulo complementado que satisface:

A W-xVy, GV y-xAy ey

x// £ (X r)/ (2)
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Un reticulo es conexo si para dos atomos cualesquiera, x ey, del reticulo,
hay una sucesion x,, x,, ...., X,, de 4tomos con X=X Y X, =y V:

W s o e el 3)

I 2 e o 4, S 0

Un reticulo ortomodular es un ortorreticulo en el que x < y implica que

xVE&EAD-y )

Un reticulo ortomodular en el que cada subreticulo ortomodular maximal
de Boole tiene ocho elementos es un reticulo cabico. La figura 1 (C) muestra
un reticulo cubico, ortomodular, conexo y de altura 3, pues todos los pasos entre
0y 1 tienen longitud 3; por ¢jemplo 0a - ac' - ¢'l. Los elementos a, b, c,dye
son los 4tomos y sus complementos, a', b', ¢', d', y ¢', los cositomos.

Figura 1. Reticulo ciibico, ortomodular, conexo y de altura 3
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S = (P,B,]) es una estructura de incidencia si P y B son conjuntos
disjuntos ¢ I es un subconjunto del producto cartesiano P x B.

Una configuracién proyectiva cs una estructura de incidencia, C = (P,L.]),
en la que P es un conjunto de puntos y L un conjunto de lineas, tal que:

- Dos lineas no pasan por los mismos dos puntos
- Cada punto esté en por lo menos una linea
- Cada linea contiene por lo menos un punto

La configuracién (P,L,I) es ortomodular si ademés hay una funcién
LiPbl o e prl=b P (6)

tal que:
- 1tp)=p y (D=1, peP, lecL
- pel implicaque ilg1p
- péip, 11¢1
- sixel,entonces 1xNl#0

Se dice que una configuracién es conexa si, dados dos puntos arbitrarios de
C, xcy, se puede ir de uno a otro siguiendo alternadamente una secuencia
punto-linca-punto. La figura 2 (C) muestra una configuracién proyectiva,
ortomodular conexa; a, b, ¢, dy ¢ son los puntos, y L a, 1b, 1c, 1d y 1e las
lineas de la misma.

Figura 2. Configuracién proyectiva, ortomodular conexa
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Construccién de una configuracién proyectiva, ortomodular, conexa, C, a
partir de un reticulo, R, ciibico, ortomodular, conexo, de altura 3.

La construccion de una configuracion proyectiva, ortomodular, conexa, C,
a partir de un reticulo cubico, ortomodular, conexo, de altura 3 se realiza como
se indica a continuacion:

i. Los puntos de la configuraciéon C, corresponden a los atomos del

reticulo R.
ii. Por cada datomo x de R, hay una linea 1x en la configuracién C,
definida por
LX=y:yesun dtomo de R ey < x’ )

Puesto que la relacién entre x y x' es biunivoca en R, tenemos que, 1X= 1y
implica por definicién que { z: z<x'} ={ z:z<y'}, lo que grificamente
puede ilustrarse como muestra la figura 3 (A).

x' Y

2 A 5

Figura 3. Tlustracién grafica {z:z<x'}= {z:z<y'}
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Ahora bien, por la unicidad de la cota superior minima de los elementos de
R, la situacién anterior solamente puede darse si, como muestra la figura 4 (B),
por ejemplo, hubiese un elemento z en R, tal que z, <z <X, en cuyo caso la
altura de R seria 4.

Figura 4. Tlustracién gréfica: z en R, tal que z,<z<x'

Sm embargo, como R tiene altura 3, no puede haber una z que cumpla esta
condicién. Por lo tanto x'=y' y entonces x = y. Porotroladosi x=y, dela
definicién se desprende directamente que 1x = 1y,

El reticulo R, ciibico, ortomodular, conexo y de altura 3, da lugar bajo estas
condiciones a una configuracién en la que:

1. Dos lineas no pueden pasar por los mismos 2 puntos: Si esto ocurriese, en

R tendriamos una situacién como la ilustrada en la figura 3, lo cual es
imposible.
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Cada punto estd, por lo menos, en una linca. Si hubiese un punto p, aislado
en C, entonces habria un 4tomo correspondiente a p en R tal que p £ x'
para ningin x' codtomo de R, lo cual es una contradiccién, pues en un
reticulo ciibico par todo dtomo y, y <x' para algin x' coétomo de R.

Cada linea tiene, por lo menos, un punto: Si hay una linea 1x sin ningiin
punto, entonces habria un codtomo x' de R tal que y £ x' para ningiin 4tomo
y de R, lo cual no puede ocurrir en tal reticulo. s

Digamos que C=(P,L,I),P= { puntos p} y L= { lineas 1}
Si definimos una funcién
CH e R SR Ve 8
X ?*iXx X —F %

claramente tendremos que 1(1x)=x y 1(ul)=1, xeP y leL.

Ademds, pel, peP y leL, implica que 1l& Lp. Esto equivale a decir
que,sienR, p<y' (p: 4tomo de R y y' codtomo) siendo 1= Ly, entonces
y<p' (v: atomo, p': codtomo de R), lo cual es cierto en todo ortorreticulo.

También tenemosquepé.p y LléL,puessienC peip o ilel,
entoncesen R, p<p' o y' <y, siendo 1 = 1y, lo que no ocurre en reticulos
cubicos.

Por ultimo, si x&1, entonces 1xN1# o yaquesi xel con 1xNl=0
en C, en R tendria que ocurrir que x <y' y x' Ay' =@, siendo 1= 1y, lo
que contradice el hecho de que R es ortomodular.

Por lo tanto, de los apartados 1 al 7, se desprende, segun la definicién, que

C es una configuracion proyectiva ortomodular. Ademas, como R es un reticulo
conexo, dados dos atomos cualesquiera de R, a y b, se puede ir del uno al otro
siguiendo las reglas dadas en la definicion de reticulo ortomodular conexo.
Puesto que los puntos de C corresponden a los dtomos de R, se puede ver que,
siguiendo la construccion dada, para dos puntos cualesquiera, x e y, de C, se
puede ir del uno al otro siguiendo una secuencia punto-linea-punto. Esto nos dice
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que C es conexa.

Conclusién

Lo expuesto anteriormente nos permite enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1:

Todo reticulo ciibico, ortomodular, conexo, de altura 3, da lugar a una
configuracién proyectiva ortomodular conexa, cuyos puntos son los 4tomos, x,
del reticulo, y por cada codtomo, X', hay una linea, 1x, definida por los dtomos
cubiertos por x'.

El reciproco de este teorema también es cierto. Su demostracidn se incluird en
una proxima publicacion.
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