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Sinopsis

El autor presenta la construccién de un reticulo cubico, ortomodular,
conexo, de altura 3, partiendo de una configuracion proyectiva, ortomodular
Y conexa y se dan al principio las definiciones y cjemplos bdasicos para
comprender dicha construccién sin necesidad de referencias adicionales. Este
resultado, junto con el reciproco, publicado en una edicién anterior, prueba la
existencia de una correspondencia biunivoca entre ambas estructuras.

Abstract
Orthomodular projective configurations and cubic lattices

The author shows the construction of a cubic, connected, orthomodular
lattice of height 3, from a connected, orthomodular, projective configuration
and gives the definitions and basic examples needed to understand the
construction without additional references. This result, along with the
converse, which was published in a previous edition, proves the existence of
4 one-to-one correspondence between the two structures.

Introduccién

Por su utilidad como modelos en la 16gica de la mecénica cuéntica, }OS
conjuntos parcialmente ordenados y los reticulos ortomodulares han sido
objeto de considerable estudio desde los afios 30. Estas estructuras nem?cn a
complicarse por si mismas, por lo que su estudio suele enfocarse a través de
Su asociacién con semigrupos y espacios de ortogonalidad, estructuras que lo
facilitan.
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En este trabajo el autor presenta la construccion de reticulos ciibicos,
ortomodulares, conexos, de altura 3, a partir de configuraciones proyectivas,
ortomodulares y conexas. En la primera seccién se dan definiciones y ejemplos
suficientes para comprender la construccion, la cual se realiza en la segunda
parte.
Definiciones I

Una relacién binaria, <, en un conjunto X se dice que es de orden parcial,
cuando es:

a. Reflexiva: x < x, paratodoxen X
b. Antisimétrica: x<y y Y=x implicax =y
c. Transitiva: Si x<y y y < zentonces x <z

Un conjunto X con un orden parcial <, se conoce como un conjunto
parcialmente ordenado o copo.

Un reticylo es un con?junto parcialmente ordenado, R, en ¢l que dos elementos
qmlgsquxcra, Xy y, tienen una cota superior minima o sup, x V y, y una cota
inferior maxima o inf, x » y.

Ur_l subreticulo: S, es un subconjunto de R, que a la vez es un reticulo bajo las
mismas operaciones, vV y A

En un reticulo R, x cubrea ysix>y y no hay un z tal que x>z>y.

Si la ?pemcién " es distributiva con respecto a la operacién v, el reticulo es
distributivo.

Un reticulo con cotas l_mivcrsalw, Oy1(estoes,0<x< ] paratodoxyR),
¢s complementado si para cada elemento x hay otro, x’, tal que x~x’ - 0
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yxvx'=l,
En un reticulo con 0, cualquier clemento que lo cubra es un dtomo del mismo.

Un reticulo que a la vez sea distributivo y complementado es un reticulo de
Boole.

Un ortorreticulo cs un reticulo complementado que satisface las siguientes
condiciones:

EAY'=x'Vy, (evy) =x'ry'
x" = (x)’

Si para dos dtomos cualesquiera, x y y, del reticulo, existe una sucesion x, x,,
..... X,, de dtomos con x,~x y x,, =y v:

> R g o b n-1
Xy <Xy, iS22 ..., n
se dice que el reticulo es conexo.

Un reticulo ortomodular cs un ortorreticulo parael cual x <y implica que
XVE'y) =y.

Un reticulo ortomodular en el que cada subreticulo ortomodular maximal
booleano tiene 8 elementos cs un reticulo cibico. Por ¢jemplo, la figura 1
muestra un reticulo cuibico, ortomodular, conexo, de altura 3 (todos los pasos
entre Oy /, como el Oc-ch™b'1, tienen longitud 3).

Los clementos a, b, ¢, dy e son los 4tomos, y sus complementos, @', b, ¢', d'
ye', los codtomos.
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Figura 1. Reticulo cubico, ortomodular, conexo de altura 3

Definiciones II

S = (P,B,]) es una estructura de incidencia si P y B son conjuntos disjuntos,
¢/ es un subconjunto del producto cartesiano P * B.

Una configuracién proyectiva es una estructura de incidencia, C = (P,1,]),
en la que P es un conjunto de puntos ¥ L un conjunto de lineas, tal que:

1. Dos lineas no Pasan por los mismos dos puntos
2. Cada punto esti en por lo menos una linea

3. Cada linea contienc por lo menos un punto.
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La configuracién (P,L,]) es ortomodular si ademas existe una funcion
LPoL y 1L —P tal que:

4. ywp)=p y d)=1, peP, l¢eL

5. pel implicaque 4 € 1p

6. pe ip,iel

7. si x €l,entonces 1x Nl #0
Se dice que una configuracion es conexa si dados dos puntos arbitrarios de C,
Xy ), se puede ir de uno a otro siguiendo alternativamente una secuencia
punto-linea-punto. Por ejemplo, la figura 2 (grifica C) ilustra una

configuracién proyectiva, ortomodular conexa; a, b, ¢, d'y e son los puntos y
4a, ub, 1c, 1d y e las lineas de la misma.

Figura 2. Configuracién proyectiva, ortomodular conexa
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Construccién de un reticulo, R, cibico, ortomodular, conexo, de altura
3, a partir de una configuracién proyectiva, ortomodular, conexa, C

La construccion se realiza como se indica a continuacion.

Los éatomos, P, del reticulo corresponden a los puntos de la
configuracién; esto es, cada punto de la configuracién determina un
dtomo del reticulo.

Por cada atomo, x, se aflade un, y solo un, coitomo x’, ( Esto es,
codtomos = {x’':x P }), de forma que x <y’ (x dtomo, y’ codtomo) si,
ysolosi, x € 1y, 1y cC

Finalmente se afiaden los clementos ¢ y I de forma que 0 < x, para todo
dtomox, y x’< I, para todo coatomo x”’,

Por definicién, la cstructura, R, que se obtiene es un copo.

En los dos apartados siguientes, iv y v, se muestra la existencia en R de un sup
y un inf respectivamente.

iv.

Sup: La cota superior minima de dos elementos b y ¢ existe y es el mayor
de ellos si son comparables o / sino lo son, excepto, posiblemente, en
elcaso.mquebylsean atomos que correspondan a puntos by cen C de
una misma linea .x, (como la configuracion es ortomodular toda linca
contiene al menos dos puntos). A continuacién se estudia este caso.



Vi,

Vii.
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supcrior minimade b y c; estoes, x' = sup {b,c} o bvc =x', bycson
atomos y x'coatomo de R.

Inf: La cota superior minima de dos clementos p y ¢, p”g, existe y es el
menor de ellos si son comparables o 0 si no lo son, excepto,
posiblemente, en el caso en que p y g sean codtomos (p=b’, g=c')
correspondientes a dtomos b y ¢ que provienen de puntos de una misma
linca 1x £C. A continuacion sc analiza este caso.

Sean b y ¢ dos puntos de C tales que b, ¢ £ 1x. Como C es ortomodular
resulta que x pertenece a la interseccion de b y zc, lo que implica que,
enR x<b'y x< ¢’ Por consiguiente, x es una cota inferior de b’y ¢’
(x dtomo, by ¢’ coatomos). Supdngase que existe otro dtomo, y, tal que
y<b"y y<c' Esto implicaria que en C, y, pertencceria a la interseccion
de las lineas b y c, contradiciendo el hecho de que en C dos lincas no
pueden pasar por los mismos dos puntos. Se tiene pues, segin el proceso
de construccién, que las winicas cotas inferiores de 5’y ¢’ son x y 0. Como
0 <x, podemos concluir que x es la cota inferior maxima de b’y ¢ esto
es, x =inffb'c’} o x =b""c"

Por lo tanto la estructura R es un reticulo.

Si por definicién se da por sentado que x” = (x')’ = x para todo atomo x
en R, entonces, si x’ es un codtomo, /(x’)'/’ = x'. Por lo tanto a” = a para
todoaenR.

Por otro lado, decir que b pertenece a —a, siendo 4 un punto y +a@ una
linea de C, es equivalente a decir que 5 < a’ en R, siendo b ¢l dtomo y
a'el codtomo correspondiente; de la misma manera a € tbenC equivale
a decirquea < b'enR.

Como en C, b £ .a implica que a € b, equivalentemente se tienc en R
que, b < a’implica que a < b".
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viii. De la construccién del reticulo se desprende directamente que su altura

Ix.

es 3.

La conexidad del reticulo R es una consecuencia inmediata de la
concxidad de C'y las condiciones siguientes:

a. Cada punto de C pertenece, al menos, a una linca

~ b. Cada linea de C contiene, al menos, un punto.

Puestoqueen C, a & 1x implica que la intersecciénde @ y .x noecs
vacia, enR, a < x’ implica que a’~x’ es distinto de 0.

De los apartados i al x se deduce que R es un reticulo ortomodular, conexo y
de altura 3.

xi.

Por tltimo, se sabe que en C, si x / entonces +l £ ux ylas lineas x
wif seintersecanenunpuntop, estoes,que pcux y pel, yporlo
tanto x € 1p y 1l € 1p. Todo esto equivale a decir en R que, si x </,
entonces I'<x' y p < x" P<lx<p'y I'<p' Lafigura 3 es una
representacion grafica de la construccion,

x‘ Pl 1.
Lo P 1

Figura 3. Representacion gréfica de la
construccién
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Si se afiaden las cotas universales 0 y / se obtiene el subreticulo, R, maximal,
ortomodular Booleano de 8 elementos mostrado en la figura 4.

Figura 4. Subreticulo maximal, ortomodular booleano de 8 clementos

Del apartado xi se deduce ademas que el reticulo R es cabico.
Conclusién

Se puede concluir entonces diciendo que toda configuracién proyectiva, C,
:“m‘h‘lmy conexa, da lugar a un reticulo, R, cibico, ortomodular y conexo,
altura 3.

En el Vol. 4, Nam. 2 (Dic. 94), pp301-308 de la Revista de la Universidad
olitéctica de Puerto Rico

publicamos la construccion de la conﬁguracxén
Proyectiva a partir del reticulo ciibico. Ambos resultados permiten enunciar

¢l siguiente teorema:

Teorema.- Todo reticulo cabico, R, ortomodular y conexo, de altura . 8
da lugar a una configuracién proyectiva, C, ortomodular y conexa, y

viceversa.
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